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2 Hydrostatische krachten

In dit hoofdstuk leer je

· de resulterende kracht als gevolg van de hydrostatische druk op een vlakke wand berekenen,

· de positie bepalen van het zogenaamde perspunt of drukpunt, het aangrijpingspunt van de resulterende kracht als gevolg van de hydrostatische druk op een vlakke wand,

· de resulterende kracht als gevolg van de hydrostatische druk op een gebogen wand met een verticaal symmetrievlak berekenen,

· de wet van Archimedes toepassen.
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2.1 De resulterende kracht ten gevolge van de hydrostatische druk op een vlakke wand

2.1.1 De resulterende kracht

Beschouw een vloeistof met dichtheid  die zich bevindt in een reservoir met een vlakke zijwand die een hoek  vormt met de horizontale. Onderstaande figuur toont een doorsnede in een verticaal vlak. In de vlakke zijwand definiëren we een assenkruis waarvan de x-as samenvalt met de snijlijn van de vlakke zijwand en het vloeistof oppervlak. De ligging van de y-as is aangegeven in onderstaande figuur. Er is een eenvoudig verband tussen de y-coördinaat en de diepte h onder het vloeistofoppervlak




 

of 



 .
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In bovenstaande figuur is de ligging aangeduid van het zwaartepunt (centre of gravity) van een figuur met oppervlakte A, gelegen in de schuine zijwand. Er is eveneens de ligging aangeduid van het perspunt of drukpunt (centre of pressure), zoals het aangrijpingspunt van de resulterende kracht ten gevolge van de hydrostatische druk op de oppervlakte A wordt genoemd.

Beschouw een elementair vlakje dxdy in de figuur met oppervlakte A, dat zich op een diepte h onder het vloeistof oppervlak bevindt,
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dan werken 2 krachten loodrecht op dit vlakje,

· buitenwaarts gericht een kracht met grootte 

, waarin po de druk aan de oppervlakte van de vloeistof voorstelt,

· binnenwaarts gericht een kracht met grootte 

 .

De netto kracht op het elementaire vlakje staat uiteraard eveneens loodrecht op het vlakje, is buitenwaarts gericht en heeft een grootte gelijk aan 

.

De resulterende kracht op de figuur met oppervlakte A staat bijgevolg eveneens loodrecht op de zijwand, is buitenwaarts gericht en heeft een grootte gelijk aan
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met andere woorden de hydrostatische druk ter hoogte van het zwaartepunt van de  figuur vermenigvuldigd met haar oppervlakte A.

2.1.2 Het perspunt of drukpunt

De resulterende kracht op de figuur in de zijwand heeft dezelfde grootte als ze zou hebben indien over haar volledige oppervlakte dezelfde druk zou heersen als ter hoogte van haar zwaartepunt. Indien dit het geval zou zijn, zou deze resulterende kracht aangrijpen in het zwaartepunt van de figuur. In werkelijkheid is de druk in minder diep gelegen punten lager dan in het zwaartepunt en in dieper gelegen punten hoger. Bijgevolg ligt het aangrijpingspunt van de resulterende kracht dieper dan het zwaartepunt. Hoeveel dieper het pers- of drukpunt ligt, vinden we door toepassing van de momentstelling van Varignon, “het moment van de resultante = het resulterende moment”.
De grootte van het moment van de resulterende kracht om het punt 0 is
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aangezien de resulterende kracht loodrecht staat op de  wand en de gezochte y-coördinaat van het perspunt, yp, gelijk is aan haar krachtarm ten opzichte van 0.  

Op analoge wijze wordt de grootte van het elementaire moment van de netto kracht op een vlakje dxdy gegeven door





waarmee men voor de grootte van het resulterende moment bekomt





waarin Ix het oppervlaktetraagheidsmoment van de figuur om de horizontale x-as ter hoogte van het vloeistofoppervlak voorstelt. Door toepassing van de evenwijdige assenstelling van Steiner kan dit nog als volgt herschreven worden
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waarbij 

 het oppervlaktetraagheidsmoment van een evenwijdige as door het zwaartepunt van de figuur voorstelt. 

Bijgevolg geldt dat
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waaruit volgt
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wat formeel bevestigt dat het perspunt dieper ligt dan het zwaartepunt van de figuur.

2.2 De resulterende kracht ten gevolge van de hydrostatische druk op een gebogen wand met een verticaal symmetrievlak

Het bepalen van de resulterende kracht ten gevolge van de hydrostatische druk op een gebogen wand is doorgaans niet zo eenvoudig. We beperken ons tot wanden met een verticaal symmetrievlak zodat we er alvast van verzekerd zijn dat de resulterende kracht in dit vlak ligt.

Beschouw een vloeistof die begrensd wordt door een dergelijke gebogen wand en eventueel ook gedeeltelijk door een vlakke verticale wand. Onderstaande figuur toont een doorsnede in het verticaal symmetrievlak van de gebogen wand.


Beschouw een verticaal vlak door het voetpunt B van de gebogen wand. In de doorsnede is dit zichtbaar als de lijn DB. Het punt C op de lijn DB ligt op dezelfde diepte als het punt A. We bestuderen het statische evenwicht van de vloeistof die enerzijds wordt begrensd door de vlakke wand EA en de gebogen wand AB en anderzijds door de (hypothetische) vlakke wanden DC en CB. Deze vloeistof is onderworpen aan volgende krachten

· de reactiekracht 

 van de vlakke wand EA op de resulterende hydrostatische kracht op EA, aangrijpend in het corresponderen perspunt;

· de resulterende hydrostatische kracht 

 op DC, aangrijpend in het corresponderend perspunt;

· de reactiekracht 

 van de gebogen wand AB op de resulterende hydrostatische kracht op AB;

· de resulterende hydrostatische kracht 

 op CB, aangrijpend in het corresponderend perspunt;

· het gewicht 

 van de vloeistof, aangrijpend in het zwaartepunt.

De kracht 

 staat loodrecht op de gebogen  wand en is bij gevolg evenwijdig aan de normale op de kromme AB in haar aangrijpingspunt, met andere woorden haar werklijn gaat door het krommingsmiddelpunt van de kromme AB in dat punt. We ontbinden 

 in een horizontale en een verticale component




 .

Voor het evenwicht van de vloeistof is vereist dat de resulterende kracht die erop aangrijpt gelijk is aan nul. Uitgedrukt in termen van de groottes van de aangrijpende krachten wordt dit




  .

Vanwege de symmetrie geldt dat 

 zodat de tweede uitdrukking zich herleidt tot 

 .

De verticale component van de resulterende kracht tengevolge van de hydrostatische kracht op een gebogen wand is gelijk aan het gewicht van de vloeistof boven de gebogen wand.

De horizontale component van de resulterende kracht tengevolge van een hydrostatische kracht op een gebogen wand is gelijk aan de resulterende hydrostatische kracht op de verticale projectie van de gebogen wand.

Voor het evenwicht van de vloeistof is eveneens vereist dat het resulterende moment gelijk is aan nul. Dat houdt enerzijds in dat Fv dezelfde werklijn moeten hebben als FG, anders gezegd de werklijn van Fv moet door het zwaartepunt van de beschouwde vloeistof gaan. Anderzijds betekent dit dat Fh dezelfde werklijn moet hebben als FCB, met andere woorden de werklijn van Fh moet door het perspunt
 van CB gaan.

De grootte van de resulterende kracht ten gevolge van de hydrostatische druk op de gebogen wand AB volgt tenslotte uit de gevonden groottes van haar horizontale en haar verticale component




 .

In de oefeningen leer je de werkwijze voor het berekenen van de resulterende kracht op vlakke en gebogen zijwanden uitbreiden tot situaties met meerdere vloeistoffen en tot het geval van een gesloten vat op over- of onderdruk!

2.3 De wet van Archimedes

2.3.1 De wet van Archimedes

Beschouw een lichaam dat geheel of gedeeltelijk is ondergedompeld in een vloeistof met dichtheid fl.  Het eventuele gedeelte dat boven het vloeistof oppervlak uitsteekt, bevindt zich in de lucht waarvan de dichtheid orde van grootte duizend maal kleiner is dan die van de meeste vloeistoffen. Het effect van de hydrostatische (of beter gezegd aërostatische) druk van de lucht kan dan ook verwaarloosd worden.


Beschouwen we het gedeelte van het lichaam dat ondergedompeld is in de vloeistof en vervangen dit in gedachten door eenzelfde volume vloeistof, dan is hierop uiteraard dezelfde hydrostatische drukverdeling werkzaam. Het volume vloeistof is vanzelfsprekend in evenwicht. Dit betekent dat de omringende vloeistof er een kracht 

op uitoefent die even groot, maar tegengesteld is aan het gewicht 

van de vloeistof en aangrijpt in het zwaartepunt van het volume vloeistof. Diezelfde kracht zal ook werkzaam zijn op het oorspronkelijke geheel of gedeeltelijk ondergedompelde lichaam.

Een lichaam dat geheel of gedeeltelijk is ondergedompeld in een vloeistof ondergaat een opwaartse stuwkracht even groot, maar tegengesteld aan het gewicht van het verplaatste volume vloeistof en aangrijpend in het zwaartepunt van het verplaatste volume vloeistof. Dit is de wet van Archimedes.






Opmerking

De wet van Archimedes is ook van toepassing op lichaam die geheel of gedeeltelijk zijn ondergedompeld in een gas. Zoals eerder al werd opgemerkt is, althans in “normale” omstandigheden, de dichtheid van gassen orde van grootte 1000 keer kleiner dan die van vloeistoffen en bijgevolg geldt hetzelfde voor de opwaartse stuwkracht uitgeoefend door gassen.

2.3.2 Translatie-evenwicht van ondergedompelde en drijvende lichamen

Zinken

Indien het gewicht van een lichaam dat gedeeltelijk is ondergedompeld in een vloeistof, groter is dan de opwaartse stuwkracht van Archimedes zal het lichaam proberen voldoende diep in de vloeistof te zinken opdat het verplaatste volume vloeistof precies zo groot zou zijn dat de opwaartse stuwkracht gelijk zou zijn geworden aan het gewicht van het lichaam. Indien bij volledige onderdompeling, dit wil zeggen als het volume van de verplaatste vloeistof Vsub gelijk is aan het volledige volume V van het lichaam, de Archimedeskracht nog steeds kleiner is dan de opwaartse stuwkracht, dan zinkt het lichaam tot de bodem. Daar komt het tot evenwicht onder invloed van de opwaartse stuwkracht 

, zijn gewicht 

en de normale steunkracht 

door de bodem, waarvan de grootte ook wel het schijnbare gewicht van het volledig ondergedompelde lichaam wordt genoemd. De dichtheid van het lichaam verminderd met die van de vloeistof wordt de schijnbare dichtheid genoemd.
Een dergelijke situatie kan zich voordoen indien de dichtheid  van het lichaam groter is dan de dichtheid fl van de vloeistof.

Opstijgen

Indien het gewicht van een lichaam dat geheel of gedeeltelijk is ondergedompeld in een vloeistof, kleiner is dan de opwaartse stuwkracht van Archimedes zal het lichaam proberen zover of zover meer boven het vloeistofoppervlak uit te rijzen dat het verplaatste volume vloeistof precies voldoende verkleind is opdat de opwaartse stuwkracht gelijk zou worden aan het gewicht van het lichaam. Om te verhinderen dat het lichaam (verder) uit de vloeistof zou oprijzen, moet er een bijkomende neerwaartse kracht 

op uitgeoefend worden.

Een dergelijke situatie kan zich voordoen indien de dichtheid  van het lichaam kleiner is dan de dichtheid fl van de vloeistof.

Drijven (zweven
)

Deze evenwichtssituatie kan zich voordoen in de volgende gevallen

· bij volledige onderdompeling van een lichaam waarvan de dichtheid  gelijk is aan  de dichtheid fl van het fluïdum (FR flotter entre deux mers dans un liquide),
· bij een gepaste gedeeltelijke onderdompeling van een lichaam met een kleinere dichtheid  dan de dichtheid fl van de vloeistof 




De opwaartse stuwkracht van Archimedes en het gewicht van het lichaam zijn even grote en tegengestelde krachten. Opdat ze geen koppel van krachten zouden vormen, moeten hun werklijnen samenvallen. Dit betekent dat hun aangrijpingspunten, het zwaartepunt van de verplaatste vloeistof en het zwaartepunt van het lichaam, op eenzelfde verticale lijn moeten liggen.

2.3.3 Stabiliteit van volledig ondergedompelde of zwevende lichamen met betrekking tot rotatie om een horizontale as

Indien het zwaartepunt van de verplaatste vloeistof (het verplaatste gas) niet samenvallen en het systeem uit zijn evenwichtspositie wordt verstoord zodat de opwaartse stuwkracht en het gewicht niet meer op eenzelfde verticale liggen, vormen deze een koppel van krachten. Men onderscheidt hierbij twee gevallen.

· stabiel evenwicht: het zwaartepunt van de verplaatste vloeistof (het verplaatste gas) ligt boven dit van het lichaam zodat de stuwkracht en het gewicht van het lichaam een terugroepend koppel vormen dat het systeem terug laat keren naar de oorspronkelijke evenwichtstoestand


· labiel evenwicht: het zwaartepunt van de verplaatste vloeistof (het verplaatste gas) ligt onder dit van het lichaam zodat de stuwkracht en het gewicht van het lichaam een koppel vormen dat het systeem nog verder verwijdert uit de oorspronkelijke evenwichtstoestand


Indien het zwaartepunt van de verplaatste vloeistof (het verplaatste gas) samenvallen en het systeem uit zijn oorspronkelijke evenwichtspositie wordt verstoord, komt het in een nieuwe evenwichtssituatie terecht. Men noemt dit indifferent evenwicht.

2.3.4 Stabiliteit van drijvende lichamen met een verticaal symmetrievlak met betrekking tot rotatie om een horizontale as

In het geval van drijvende lichamen met een verticale symmetrievlak, bestuderen we kleine rotaties om een horizontale as die de snijlijn vormt van het vloeistofoppervlak en het symmetrievlak van het lichaam. 

In tegenstelling tot zwevende lichamen, gebeurt het bij drijvende lichamen vaak dat het zwaartepunt van het lichaam boven dit van de verplaatste vloeistof ligt.

Ook in het geval van drijvende lichamen kan er sprake zijn van labiel, stabiel en indifferent evenwicht. 

Onderstaande figuren tonen achtereenvolgens verstoring van stabiel en labiel evenwicht.

De opwaartse stuwkracht van Archimedes en het gewicht van het lichaam vormen een terugroepend koppel indien het snijpunt M van de werklijn van de stuwkracht met de symmetrielijn van het lichaam (het zogenaamde metacentrum) hoger ligt dan het zwaartepunt van het lichaam.


De opwaartse stuwkracht van Archimedes en het gewicht van het lichaam vormen een koppel dat het lichaam verder verwijdert van de oorspronkelijke evenwichtspositie indien het snijpunt M van de werklijn van de stuwkracht met de symmetrielijn van het lichaam (het zogenaamde metacentrum) lager ligt dan het zwaartepunt van het lichaam.
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� De hydrostatische druk waarvoor we de resulterende kracht willen bepalen, hangt enkel af van de diepte onder het vloeistofoppervlak. De werkwijze is bijgevolg ook van toepassing Indien de vloeistof zich aan de buitenzijde van de wand bevindt, althans indien de dikte van de wand verwaarloosbaar is. De verticale component van de resulterende kracht is in dit geval gelijk aan het gewicht van de vloeistof die denkbeeldig aanwezig is boven AB.


� Om deze te bepalen, passen we de werkwijze toe voor de bepaling van de resulterende kracht op een vlakke wand die eerder in dit hoofdstuk werd uiteengezet.


� Om dit te bepalen, passen we weerom de werkwijze toe geldig voor een vlakke wand die eerder in dit hoofdstuk werd uiteengezet.





� zweven (FR planer) is de term die gebruikt wordt in het geval van onderdompeling in een gas.
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